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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ З ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ У БАГАТОВИМIРНIЙ

КОМПЛЕКСНIЙ ОБЛАСТI

Дослiджено нелокальну крайову задачу для системи диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними з оператором B = (B1, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, — оператори уза-

гальненого диференцiювання за комплексною змiнною zj. Задача є некоректною за Адама-
ром, а її розв’язнiсть пов’язана з проблемою малих знаменникiв. Доведено метричнi теореми
про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язку задачi, а також
встановлено умови iснування та єдиностi цього розв’язку у шкалi просторiв функцiй багатьох
комплексних змiнних.
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ВСТУП

Дослiдження нелокальних крайових задач для рiзних типiв диференцiальних рiвнянь
i систем рiвнянь iз частинними похiдними та встановлення умов коректної їхньої роз-
в’язностi є одним iз важливих напрямiв розвитку сучасної теорiї рiвнянь з частинними
похiдними [8, 13, 14]. Цi задачi пов’язують значення шуканих розв’язкiв та їх похiдних у
рiзних межових чи внутрiшнiх точках розглядуваної областi. У загальному випадку такi
задачi є некоректними за Адамаром [10, 11], а їх розв’язнiсть залежить вiд малих знамен-
никiв, якi виникають при побудовi розв’язку.

Багато дослiдникiв (див. [1, 5, 7]) коректнiсть таких задач забезпечують накладанням
додаткових обмежень на коефiцiєнти рiвняння, крайовi умови та областi, в яких вивча-
ються задачi. Нелокальнi задачi для гiперболiчних, параболiчних i безтипних рiвнянь з
частинними похiдними за допомогою метричного пiдходу до оцiнки малих знаменни-
кiв розглядалися у дiйснiй областi, наприклад, у роботах [2, 3, 10], а задача Кошi для си-
стеми двох анiзотропних рiвнянь з частинними похiдними i сталими коефiцiєнтами —
у працi [6]. Особливiстю цiєї роботи є дослiдження нелокальної задачi для системи ди-
ференцiально-операторних рiвнянь з оператором диференцiювання B = (B1, . . . , Bp), де

Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, що дiє на функцiї просторових комплексних змiнних (z1, . . . , zp).
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У роботi [4] розглянуто таку задачу для одного диференцiально-операторного рiвняння
з оператором B i сталими коефiцiєнтами. Встановлено умови iснування та єдиностi роз-
в’язку задачi у вiдповiдному функцiональному просторi та доведено метричнi теореми
про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язку задачi.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Нехай S — однозв’язна область проколотої у нулi комплексної площини, а Dp — ци-
лiндрична область [0, T] × S p, де T > 0, p ≥ 2. Введемо W — лiнiйний простiр кратних

скiнченних сум (основних функцiй) вигляду P(z) = ∑
k

Pkzk = ∑
k1

. . . ∑
kp

Pk1,...,kp
zk1

1 . . . z
kp
p , де

z = (z1, . . . , zp) ∈ S p, Pk ∈ C, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp.
Простiр W′ спряжений до простору W; це простiр узагальнених функцiй (лiнiйних

неперервних функцiоналiв), якi є формальними рядами Лорана Q(z) = ∑
k∈Zp

Qkzk, що

дiють на основну функцiю P ∈ W за правилом 〈Q, P〉 = ∑
k

QkPk.

Введемо шкали просторiв {Hq(S p)}q∈R, {Hn
q (Dp)}q∈R , {H̄q(S p)}q∈R i {H̄n

q (Dp)}q∈R на-
ступним чином. Нехай Hq(S p), q ∈ R, — гiльбертiв простiр функцiй ψ = ψ(z) = ∑

k∈Zp
ψkzk,

де z ∈ S p, zk = zk1
1 . . . z

kp
p , iз заданим скалярним добутком (ψ, ϕ)Hq(S p) = ∑

k∈Zp
k̃2qψk ϕk, де

k̃ =
√

1 + k2
1 + . . . + k2

p, i нехай ‖ψ‖2
Hq(S p)

= (ψ, ψ)Hq(S p); а Hn
q (Dp), q ∈ R, n ∈ Z+, — бана-

хiв простiр функцiй u = u(t, z) таких, що похiднi
∂ru(t, z)

∂tr
= ∑

k∈Zp
u
(r)
k (t)zk, r = 0, 1, . . . , n,

для кожного t ∈ [0, T] належать до просторiв Hq−r(S p) вiдповiдно i неперервнi за змiнною
t у цих просторах. Квадрат норми у просторi Hn

q (Dp) визначає формула

‖u‖2
Hn

q (Dp) =
n

∑
r=0

max
[0,T]

∥∥∥
∂ru(t, ·)

∂tr

∥∥∥
2

Hq−r(S p)
;

H̄q(S p) — простiр вектор-функцiй v = v(z) = col (v1(z), . . . , vm(z)), де vj=vj(z)∈Hq(S p),

j = 1, . . . , m, квадрат норми яких задається формулою ‖v‖2
H̄q(S p)

=
m

∑
j=1

‖vj‖2
Hq(S p), а H̄n

q (Dp)

— простiр функцiй u = u(t, z)=col (u1(t, z), . . . , um(t, z)), де uj = uj(t, z)∈Hn
q (Dp), j =

1, . . . , m, з квадратом норми ‖u‖2
H̄n

q (Dp)
=

m

∑
j=1

‖uj‖2
Hn

q (Dp).

Розглянемо систему рiвнянь з частинними похiдними i сталими коефiцiєнтами

∑
s0+|s|≤n

As0,sBs ∂s0u

∂ts0
= 0, (1)

де s = (s1, . . . , sp) ∈ Z
p
+, |s| = s1 + . . . + sp, As0,s — квадратнi матрицi порядку m, An,0,...,0 =

Im — одинична матриця; u = u(t, z) = col (u1(t, z), . . . , um(t, z)) — вектор розмiру m, де
n, m ≥ 1. Оператор B = (B1, . . . , Bp) складено з операторiв узагальненого диференцiюван-

ня Bj ≡ zj
∂

∂zj
, зокрема Bj(z

k)=kjz
k. Степенями цих операторiв є B0

j u ≡ u, Bl
ju = Bj(Bl−1

j u),

j = 1, . . . , p, l = 1, . . . , n. У формулi (1) позначено Bs = Bs1
1 . . . B

sp
p .
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Введемо також функцiю ζ(z)= ∑
k∈Zp

k̃−z, яка iснує у пiвплощинi Re z > p, та позначимо

OR — круг радiуса R з центром у початку координат комплексної площини C.
Шукаємо розв’язок u ∈ H̄n

q (Dp) системи (1), що задовольняє нелокальнi умови

µ
∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=0

− ∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=T

= ϕj, j = 0, 1, . . . , n − 1, (2)

де µ ∈ C \ {0}, ϕj = ϕj(z) = col (ϕj1(z), . . . , ϕjm(z)) — заданi вектор-функцiї розмiру m зi
шкали просторiв {H̄q(S p)}q∈R .

Означення. Пiд розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти таку вектор-функцiю u =

u(t, z) = col (u1(t, z), . . . , um(t, z)), складену з функцiй ui(t, z), i = 1, . . . , m, iз значеннями
ui(t, ·) у просторi W′ для t ∈ [0, T], яка задовольняє рiвняння (1), умови (2) та належить
до простору H̄n

q (Dp).

2 ПОБУДОВА ФОРМАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ. ТЕОРЕМА ЄДИНОСТI

Введемо псевдодиференцiальнi оператори. Для цього розглянемо довiльну послiдов-
нiсть комплексних чисел F(k), k ∈ Zp. Вона породжує псевдодиференцiальний оператор

F(B) = F(B1, . . . , Bp) = F
(

z1
∂

∂z1
, . . . , zp

∂

∂zp

)
, що дiє на ϕ(z)= ∑

k∈Zp
ψ(k)zk за формулою

F(B)ϕ(z) = ∑
k∈Zp

F(k)ψ(k)zk .

Коефiцiєнти ψ(k) розвинення ϕ(z) у ряд Фур’є породжують оператор ψ(B), а тому
кожнiй функцiї з Hq(S p) вiдповiдає псевдодиференцiальний оператор ψ(B). При цьому
ϕ(z) = ψ(B)δ(z), де δ(z) = ∑

k∈Zp
zk. Аналогiчно, послiдовнiсть функцiй F(t, k), t ∈ [0, T], по-

роджує оператор F(t, B), функцiя v(t, z) = ∑
k∈Zp

V(t, k)zk з простору H̄n
q (Dp) — оператор-

функцiю V(t, B). При цьому v(t, z) = V(t, B)δ(z).
Задача (1), (2) еквiвалентна задачi з нелокальними умовами для системи рiвнянь з ча-

стинними похiдними першого порядку за часовою змiнною

∂v(t, z)

∂t
= L(B)v(t, z), µ v(0, z)− v(T, z) = ϕ(z), (3)

де

v(t, z) = col
(

u,
∂u

∂t
, . . . ,

∂n−1u

∂tn−1

)
= col (v0, v1, . . . , vn−1),

L(B) =

(
0 I(n−1)m

−Ln(B) −Ln−1(B) . . . −L1(B)

)
,

Lr(B) = ∑
|s|≤r

An−r,sB
s, Lr(B) = (L

ij
r (B))i,j=1,...,m, r = 1, . . . , n,

ϕ(z) = col
(

ϕ0(z), ϕ1(z), . . . , ϕn−1(z)
)
.

Оскiльки

v(t, z) ≡ V(t, B)δ(z) ≡ col
(
V0(B), V1(B), . . . , Vn−1(B)

)
δ(z),

ϕ(z) ≡ ψ(B)δ(z) ≡ col
(
ψ0(B), ψ1(B), . . . , ψn−1(B)

)
δ(z),
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то задача (3) еквiвалентна множинi нелокальних крайових задач на промiжку [0, T] для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку

dV(t, k)

dt
= L(k)V(t, k), µV(0, k) − V(T, k) = ψ(k), k ∈ Z

p. (4)

Нехай Z = diag(k̃n Im, . . . , k̃2 Im, k̃Im), ZV(t, k) = Ṽ(t, k) i Zψ(k) = ψ̃(k). Тодi задачу (4)
запишемо наступним чином

dṼ(t, k)

dt
= k̃L̃(k)Ṽ(t, k), µṼ(0, k)− Ṽ(T, k) = ψ̃(k), k ∈ Z

p, (5)

де

L̃(k) =

(
0 I(n−1)m

−L̃n(k) −L̃n−1(k) . . . −L̃1(k)

)
, L̃j(k) = k̃−jLj(k) = ∑

|s|≤j

An−j,s

(k

k̃

)s
k̃|s|−j.

Якщо числа λj(k), j = 1, . . . , nm, є коренями характеристичного рiвняння

f (λ, k) = det
(
λInm − L̃(k)

)
= det

(
λmn Inm +

mn

∑
j=1

λmn−j L̃j(k)
)
= 0,

то γj(k) = k̃λj(k) є коренями рiвняння det
(
γInm − L(k)

)
= 0.

Визначник f (λ, k) можемо записати у виглядi

f (λ, k) =
mn

∑
j=0

fj(k)λ
mn−j = λmn + . . . + (−1)mn det L̃(k) = 0.

З оцiнки Кошi [12] для коренiв многочлена |λj(k)| ≤ 1 + max{| f1(k)|, . . . , | fmn(k)|} вип-
ливає, що вони є рiвномiрно обмеженими за k разом iз коефiцiєнтами f1(k), . . . , fmn(k)

многочлена f (λ, k). Загальний розв’язок рiвняння (5) запишемо у виглядi

Ṽ(t, k) = ek̃L̃(k)tC(k), (6)

де C(k) — довiльний вектор зi сталих. Для знаходження C(k) пiдставимо Ṽ(t, k) в кра-
йовi умови задачi (5) i отримаємо систему (µInm − ek̃L̃(k)T)C(k) = ψ̃(k). Якщо матриця
(µInm − ek̃L̃(k)T) невироджена, то невiдомi C(k) знаходимо за формулою C(k) = (µInm −
ek̃L̃(k)T)−1ψ̃(k). Тодi розв’язок задачi (5) матиме вигляд

Ṽ(t, k) = ek̃L̃(k)t(µInm − ek̃L̃(k)T)−1ψ̃(k). (7)

Оскiльки визначник матрицi дорiвнює добутку її власних значень, а власними значення-
ми матрицi (µInm − ek̃L̃(k)T) є числа µ − ek̃λj(k)T, то

det(µInm − ek̃L̃(k)T) =
nm

∏
j=1

(µ − ek̃λj(k)T). (8)

Сформулюємо i доведемо теорему єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi H̄n
q (Dp).

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi H̄n
q (Dp) необхiдно i достат-

ньо, щоб рiвняння

det
( ln µ − 2πm1i

k̃T
Inm − L̃(k)

)
= 0, (9)

не мало розв’язкiв у цiлих числах m1 i k1, . . . , kp.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай розв’язок задачi (1), (2) єдиний. Тодi задача (5) має єдиний
розв’язок для всiх k ∈ Zp, що зображається у виглядi (7). Отже, матриця (µInm − ek̃L̃(k)T)

є невиродженою. Таким чином, враховуючи (8), µ 6= ek̃λj(k)T. Логарифмуючи, отримаємо,
що рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m1 i k1, . . . , kp.

Достатнiсть. Доведемо вiд супротивного. Нехай числа m∗
1 i k∗1 , . . . , k∗p є розв’язком рiв-

няння (9). Тодi, вважаючи λ1(k
∗) =

ln µ − i2πm∗
1

k̃∗T
, де k∗ = (k∗1 , . . . , k∗p), однорiдна задача

(5) має безлiч розв’язкiв Ṽ(t, k∗), що утворюють пiдпростiр та визначаються (6), у якiй ве-
ктор C(k) є загальним розв’язком виродженої однорiдної системи лiнiйних алгебричних
рiвнянь (µInm − ek̃L̃(k)T)C(k) = 0. Отже, розв’язок задачi (1), (2) не є єдиним.

3 ОЦIНЮВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ. ТЕОРЕМА IСНУВАННЯ

Для встановлення умов iснування та побудови розв’язку задачi (1), (2) у просторi
H̄n

q (Dp) припустимо, що коренi λ1(k), . . . , λmn(k) є рiзними для фiксованого k ∈ Zp. По-
значимо R(k) =

(
ψ̃(k), L̃(k)ψ̃(k), . . . , L̃nm−1(k)ψ̃(k)

)
, ρ(t, k) = col

(
ρ(t, λ1), . . . , ρ(t, λnm

))
,

W(k) =




1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λnm

λ2
1 λ2

2 . . . λ2
nm

. . . . . . . . . . . .
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

nm




,

де W(k) — матриця Вандермонда, побудована за коренями λ1, . . . , λnm, а ρ(t, k) — вектор

значень функцiй ρ(t, λ) =
ek̃λt

µ − ek̃λT
на коренях λ1, . . . , λnm.

Тодi розв’язок (7) задачi (5) записується у виглядi [11]

Ṽ(t, k) = R(k)W−T(k)ρ(t, λ),

де W−T(k) =
(
W−1(k)

)T
=
(
WT(k)

)−1 — матриця обернена до транспонованої матрицi
Вандермонда. Для обчислення матрицi W−T(k) використовуємо формулу

W−T(k) =
(

fmn+1−i−j(k)
)mn

i,j=1W(k)
(

diag
(

f ′(λj(k), k)
)mn

j=1

)−1,

де fj(k) = 0 при j < 0, f ′(λ, k) =
∂ f (λ, k)

∂λ
. Перетворимо вирази

(
f ′(λj(k), k)

)−2
до дро-

бiв [9]
1

Res ( f , f ′)
∏

1≤α<β≤mn
α,β 6=j

(λα(k) − λβ(k))
2, де Res ( f , f ′) =

mn

∏
j=1

f ′(λj(k), k) — результант

многочленiв f та f ′ i Res ( f , f ′) = det S( f ), де S( f ) — матриця Сильвестра многочлена
f = f (λ, k), яка є блочною матрицею i складається з двох матриць з mn − 1 i mn рядками
вiдповiдно,

S( f ) =




(
fj−i(k)

)mn−1, 2mn−1
i,j=1(

(mn − j + i) fj−i(k)
)mn, 2mn−1

i,j=1


 .

Встановимо умови iснування розв’язку задачi (1), (2) у просторi H̄n
q (Dp). Оскiльки

∂nu

∂tn
= −Ln(B)u − Ln−1(B)

∂u

∂t
− . . . − L1(B)

∂n−1u

∂tn−1 ,
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то ∥∥∥
∂nu

∂tn

∥∥∥
H̄q−n(S p)

≤ C1

(
‖u‖2

H̄q(S p) +
∥∥∥

∂u

∂t

∥∥∥
2

H̄q−1(S p)
+ . . . +

∥∥∥
∂q−n+1u

∂tn−1

∥∥∥
2

H̄1(S p)

)
,

де C1 = C1(n, p, A) — деяка стала. Отже,

‖u‖2
H̄n

q (Dp) ≤ (C1 + 1)
n−1

∑
j=0

max
[0,T]

∥∥∥∂ju

∂tj

∥∥∥
H̄q−j(S p)

= (C1 + 1)
n−1

∑
j=0

max
[0,T]

‖vj‖H̄q−j(S p)

= (C1 + 1)
n−1

∑
j=0

∑
k∈Zp

max
[0,T]

|k̃q−jVj(t, k)|2 = (C1 + 1)
n−1

∑
j=0

∑
k∈Zp

max
[0,T]

|k̃q−nṼj(t, k)|2.

(10)

Запишемо наступну оцiнку

|k̃q−nṼj(t, k)|2 ≤ C2‖ρ(t, k)‖2‖W−T(k)‖2
n−1

∑
j=0

|k̃q−nψ̃j(t, k)|2

= C2‖ρ(t, k)‖2‖W−T(k)‖2
n−1

∑
j=0

|k̃q−jψj(t, k)|2.

(11)

Сформулюємо та доведемо теорему iснування розв’язку задачi (1), (2) у просторi H̄n
q (Dp).

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 та для деяких додатних сталих C3 та C4

i дiйсних чисел η1, η2 для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Z
p виконуються

нерiвностi

|det S( f )| ≥ C3k̃−η1 , (12)
∣∣ρ
(
t, λl(k)

)∣∣ ≤ C4k̃η2 , l = 1, . . . , mn. (13)

Якщо ϕj ∈ H̄ψ−j(S p), де ψ > q+ η1 + η2, то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з простору
H̄n

q (Dp), який неперервно залежить вiд правих частин умов (2).

Доведення. Враховуючи оцiнки (11)–(13), нерiвнiсть (10) запишемо у виглядi

‖u‖2
H̄n

q (Dp) ≤ C
n−1

∑
j=0

‖ϕj‖2
H̄ψ−j(S p),

де C>0 — стала, звiдки й випливає твердження теореми.

Розглянемо умови, за яких виконується нерiвнiсть (12). Для отримання оцiнок сфор-
мулюємо та доведемо наступну лему.

Лема 3.1. Якщо f (λ) = h(λ) + ag(λ), де f (λ), h(λ), g(λ) — многочлени, а саме f (λ) =

f0λt + f1λt−1 + . . . + ft, h(λ) = h0λt + h1λt−1 + . . . + ht, g(λ) = g0λs + g1λs−1 + . . . + gs, де
s < t, а S( f ), S(h), S(g) — матрицi Сильвестра цих многочленiв, то визначник det S( f )

матрицi S( f ) є многочленом за змiнною a степеня не вище t + s − 1, причому

det S( f ) =
(
(s − t)h0g0

)t−s det S(g)at+s−1 + . . . + det S(h).
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Доведення. За умовою fi = hi + ags−t+i для i ∈ {t − s, t − s + 1, . . . , t} i fi = hi для i ∈
{0, 1, . . . , t − s − 1}. Оскiльки матриця Сильвестра S( f ) многочлена f (λ) є блочною

S( f ) =

( (
fj−i

)2t−1
t−1(

(ω + t − s) fj−i

)2t−1
t

)
,

де i — номер рядка, j — номер стовпця, ( )q
r — матриця порядку r×q, ω=s − j + i, то

S( f ) =

( (
hj−i

)2t−1
t−1(

(ω + t − s)hj−i

)2t−1
t

)
+ a

((
0
)t−s

t−1

(
gj−i

)t+s−1
t−1(

0
)t−s

t

(
ωgj−i

)t+s−1
t

)
,

де hj = 0 для j < 0 та j > t i gj = 0 для j < 0 та j > s. Тодi

S( f ) =

( (
hj−i

)2t−1
t−1

(
gj−i

)t+s−1
t−1(

(ω + t − s)hj−i

)2t−1
t

(
ωgj−i

)t+s−1
t

)
×




Et−s 0
0 Et+s−1

0 aEt+s−1


 .

Використовуючи формулу Бiне-Кошi, отримаємо многочлен за змiнною a, тобто

det S( f ) = at+s−1 det

( (
hj−i

)t−s

t−1

(
gj−i

)t+s−1
t−1(

(ω + t − s)hj−i

)t−s

t

(
ωgj−i

)t+s−1
t

)
+ . . . + det S(h).

Коефiцiєнт бiля at+s−1 запишемо у виглядi

det




S3 S4 X2

0 0
(

gj−i

)2s−1
s−1

S1 S2 X1

0 0
(
ωgj−i

)2s−1
s−1




= (−1)t−s det




S1 S2 X1

S3 S4 X2

0 0
(

gj−i

)2s−1
s−1

0 0
(
ωgj−i

)2s−1
s−1




= det
(

S1 S2

S3 S4

)
· det

( (
gj−i

)2s−1
s−1(

ωgj−i

)2s−1
s−1

)
,

де матрицi S1 = (ω + t − s)hj−i, S3 = hj−i, S2 = ωgj−i, S4 = gj−i мають порядок t − s,
X1 та X2 позначають матрицi, вiд яких не залежать вiдповiднi визначники. Пiдставивши

разом iз формулою det
(

S1 S2

S3 S4

)
=

(
det

(
th0 sg0

h0 g0

))t−s

=
(

h0g0(t − s)
)t−s

у попередню,

отримуємо

det S( f ) = (−1)t−s
(
(t − s)h0g0

)t−s
at+s−1 det

( (
gj−i

)2s−1
s−1(

ωgj−i

)2s−1
s

)
+ . . . + det S(h)

=
(
(s − t)h0g0

)t−s
at+s−1 det S(g) + . . . + det S(h).

Лема 3.2 ([6]). Нехай многочлен g(λ) має вигляд g(λ) =
n

∑
j=0

gjλ
n−j, тодi

det S(g) =
n−1

∑
α=0

(−1)α+nααα(n − α)n−αgα
0 gn−α−1

n gn
α + . . . ,

де три крапки означають доданки, що не мiстять n-тих степенiв коефiцiєнтiв gα.
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Позначимо через b1, . . . , bp коефiцiєнти бiля похiдних Bn
1 , . . . , Bn

p оператора L̃11
n (B),

через bp+1, . . . , b2p — вiдповiднi коефiцiєнти оператора L̃22
n (B) i т.д., через b(m−1)p+1, . . . ,

bmp — вiдповiднi коефiцiєнти оператора L̃mm
n (B). Нехай b = (b1, b2, . . . , bmp).

Многочлен f (λ, k) можемо записати у виглядi

f (λ, k) = bj

(kj

k̃

)n
g1(λ, k) + h1(λ, k), j = 1, . . . , p,

де многочлени g1(λ, k) та h1(λ, k) не залежать вiд bj. Многочлен g1(λ, k) також можна роз-

писати у виглядi суми g1(λ, k) = bp+j

(kj

k̃

)n
g2(λ, k) + h2(λ, k), j = 1, . . . , p, де многочлени

g2(λ, k) та h2(λ, k) не залежать вiд bp+j. Кожен многочлен gi(λ, k) для i = 1, . . . , m − 2 мо-

жемо записати як gi(λ, k) = bip+j

(kj

k̃

)n
gi+1(λ, k) + hi+1(λ, k), j = 1, . . . , p, де gi+1(λ, k) та

hi+1(λ, k) не залежать вiд bip+j. Застосувавши для кожного з многочленiв f (λ, k) i gi(λ, k),

i = 1, . . . , m − 2, лему 3.1 при a = bj

(kj

k̃

)n
у розкладi многочлена f (λ, k) i a = bip+j

(kj

k̃

)n
у

розкладi многочленiв gi(λ, k) та при gl0 = hl0 = 1, де gl0 i hl0, l = 1, . . . , m − 1, коефiцiєнти
найстарших членiв многочленiв gl(λ, k) i hl(λ, k) вiдповiдно, отримуємо

det S
(

f (λ, k)
)
= (−1)nnn

(kj

k̃

)n(2mn−n−1)
(bj)

2mn−n−1 det S(g1) + . . . , (14)

det S
(
gi(λ, k)

)
= (−1)nnn

(kj

k̃

)n(2mn−(2i+1)n−1)
(bip+j)

2mn−(2i+1)n−1 det S(gi+1) + . . . , (15)

де три крапки означають доданки зi степенями bα
ip+j, 0 ≤ α ≤ 2mn − (2i + 1)n − 2.

Для знаходження det S
(

gm−1(λ, k)
)

використаємо лему 3.2 при α = 0 i gm−1,0 = 1

det S
(
gm−1(λ, k)

)
= nnbn−1

(m−1)p+j

(kj

k̃

)n(n−1)
+ . . . , j = 1, . . . , p, (16)

де три крапки означають доданки зi степенями bα
(m−1)p+j

, 0 ≤ α ≤ n − 2.

Теорема 3. Нехай 0 < δ < 1, r > p, коефiцiєнти системи (1) фiксованi (за винятком
коефiцiєнтiв b1, . . . , bmp). Тодi iснує така множина Wδ ⊂ Omp

R , що meas Wδ ≤ δ i для всiх
векторiв b ∈ Omp

R \ Wδ та для всiх k 6= 0 при η1 > m(mn − 1)r/2 справджується оцiнка

|det S
(

f (λ, k)
)
| ≥ δm(mn−1)/2C5k̃−η1 , (17)

де C5 = nmn
(
mζ(r)(p + 1)nπmpR2mp−2

)−m(mn−1)/2.

Доведення. Використовуючи рiвностi (15) i (16), формулу (14) запишемо у виглядi

det S
(

f (λ, k)
)
= (−1)n(m−1)nmn

(kj

k̃

)n
(
(2mn−n−1)+(2mn−3n−1)+...+(3n−1)+(n−1)

)

× (bj)
2mn−n−1(bp+j)

2mn−3n−1 . . . (b(m−2)p+j)
3n−1(b(m−1)p+j)

n−1 + . . .

= (−1)n(m−1)nmn
(kj

k̃

)mn(mn−1)
Bj(k)Bp+j(k) . . . B(m−1)p+j(k),

де Bip+j(k), i = 0, 1, . . . , m − 1, — унiтарний многочлен степеня 2(m − i)n − n − 1 змiнної
bip+j, коефiцiєнти якого не залежать вiд b1, . . . , bip+j−p, j = 1, . . . , p. Знайдемо модуль
визначника матрицi Сильвестра S

(
f (λ, k)

)
многочлена f (λ, k)
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|det S
(

f (λ, k)
)
| = nmn

( |kj |
k̃

)mn(mn−1)
|Bj(k)||Bp+j(k)| . . . |B(m−1)p+j(k)|. (18)

У рiвностi (18) однозначно виберемо iндекс j = j(k) так, щоб kj = max{k1, . . . , kp}.
Нехай Wm−1

δ (k) — множина тих векторiв b ∈ Omp
R , для яких при фiксованому k вико-

нується оцiнка

|B(m−1)p+j(k)| <
( δk̃−r

mζ(r)πmp R2mp−2

)(n−1)/2
, j = 1, . . . , p. (19)

Оцiнимо мiру цiєї множини. Позначимо через W̃m−1
δ (k) ⊂ Op

R множину тих векторiв
b(m−1)p+1, . . . , bmp, а через W̃m−1

δ (k, b̃(m−1)p+j) — множину тих значень змiнної b(m−1)p+j

для фiксованого b̃(m−1)p+j, де b̃(m−1)p+j — вектор з компонентами b(m−1)p+1, . . . , bmp без
компоненти b(m−1)p+j, для яких виконується нерiвнiсть (19). Оскiльки множина Wm−1

δ (k)

є декартовим добутком O(m−1)p
R × W̃m−1

δ (k), то її мiра знаходиться за формулою

meas Wm−1
δ (k) = (πR2)(m−1)pmeas W̃m−1

δ (k),

де
meas W̃m−1

δ (k) =
∫

Op−1
R

meas W̃m−1
δ (k, b̃(m−1)p+j) db̃(m−1)p+j.

За лемою Картана для мiри множини W̃m−1
δ (k, b̃(m−1)p+j) справджується оцiнка

meas W̃m−1
δ (k, b̃(m−1)p+j) ≤

δk̃−r

mζ(r)(πR2)mp−1 .

Пiсля iнтегрування по областi Op−1
R отримаємо, що

meas W̃m−1
δ (k) ≤ δk̃−r

mζ(r)(πR2)(m−1)p
.

Тодi для мiри множини Wm−1
δ (k) справедлива оцiнка meas Wm−1

δ (k) ≤ δk̃−r

mζ(r)
.

Нехай Wm−2
δ (k) — множина тих векторiв b ∈ Omp

R , для яких при фiксованому k вико-
нується оцiнка

|B(m−2)p+j(k)| <
( δk̃−r

mζ(r)πmp R2mp−2

)(3n−1)/2
, j = 1, . . . , p. (20)

Оцiнимо мiру цiєї множини. Позначимо через W̃m−2
δ (k) ⊂ O2p

R множину тих векторiв
b(m−2)p+1 ,. . . , bmp, а через W̃m−2

δ (k, b̃(m−2)p+j) — множину тих значень змiнної b(m−2)p+j

для фiксованого b̃(m−2)p+j з останнiми p компонентами з W̃m−1
δ (k), де b̃(m−2)p+j — вектор

з компонентами b(m−2)p+1, . . . , bmp без компоненти b(m−2)p+j, для яких виконується (20).

Оскiльки Wm−2
δ (k) = O(m−2)p

R × W̃m−2
δ (k), то meas Wm−2

δ (k) = (πR2)(m−2)pmeas W̃m−2
δ (k).

Для мiри множини W̃m−2
δ (k, b̃(m−2)p+j) за лемою Картана справджується оцiнка

meas W̃m−2
δ (k, b̃(m−2)p+j) ≤

δk̃−r

mζ(r)(πR2)mp−1 .



НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА У КОМПЛЕКСНIЙ ОБЛАСТI 251

Зiнтегрувавши по областi O2p−1
R ×

(
Op

R \ W̃m−1
δ (k)

)
, отримаємо оцiнку для мiри множини

W̃m−2
δ (k): meas W̃m−2

δ (k) ≤ δk̃−r

mζ(r)(πR2)(m−2)p
. Тодi для мiри множини Wm−2

δ (k) виконуєть-

ся оцiнка: meas Wm−2
δ (k) ≤ δk̃−r

mζ(r)
. Аналогiчно, позначимо через Wi

δ(k), i = 0, 1, . . . , m − 1,

множину тих векторiв b ∈ Omp
R , для яких при фiксованому k виконується оцiнка

|Bip+j(k)| <
( δk̃−r

mζ(r)πmp R2mp−2

)(2mn−(2i+1)n−1)/2
, j = 1, . . . , p. (21)

Знайдемо оцiнки мiр множин Wi
δ(k), i = 0, 1, . . . , m − 1. Нехай W̃i

δ(k) ⊂ O(m−i)p
R — мно-

жина тих векторiв bip+1 ,. . . , bmp, а W̃i
δ(k, b̃ip+j) — множина тих значень змiнної bip+j для

фiксованого b̃ip+j з останнiми (m − i − 1)p компонентами з множини W̃i+1
δ (k), де b̃ip+j —

вектор з компонентами bip+1, . . . , bmp без компоненти bip+j, для яких виконується нерiв-

нiсть (21). Оскiльки Wi
δ(k) = Oip

R × W̃i
δ(k), то meas Wi

δ(k) = (πR2)ipmeas W̃i
δ(k). Для мiри

множини W̃i
δ(k, b̃ip+j) за лемою Картана справджується оцiнка

meas W̃i
δ(k, b̃ip+j) ≤

δk̃−r

mζ(r)(πR2)mp−1 .

Iнтегруючи по областi Oip−1
R ×

(
O(m−i−1)p

R \ W̃i+1
δ (k)

)
, отримуємо оцiнку

meas W̃i
δ(k) ≤

δk̃−r

mζ(r)(πR2)ip
.

Таким чином, для мiри множини Wi
δ(k) маємо нерiвнiсть meas Wm−2

δ (k) ≤ δk̃−r

mζ(r)
.

На множинi Omp
R \Wδ(k), де Wδ(k) =

m−1⋃
i=0

Wi
δ(k), а meas Wδ(k) ≤

m−1
∑

i=0
meas Wi

δ(k) ≤
δk̃−r

ζ(r)
,

з рiвностi (18) та нерiвностей (19)–(21) випливає нерiвнiсть
∣∣∣ det S

(
f (λ, k)

)∣∣∣ ≥ nmn
( δ

mζ(r)(p + 1)nπmpR2mp−2

)m(mn−1)/2
k̃−m(mn−1)r/2 =

= δm(mn−1)/2C5k̃−η1

для фiксованого вектора k ∈ Zp \ {0}. Отже, поза множиною Wδ =
⋃

k∈Zp\{0}
Wδ(k) мiри

meas Wδ ≤ ∑
k∈Zp\{0}

meas Wδ(k) = δ нерiвнiсть (17) виконується для всiх k ∈ Z
p \ {0}.

Розглянемо умови виконання нерiвностей (13). Послiдовнiсть знаменникiв функцiї
ρ(t, λl(k)) може мати збiжнi до нуля пiдпослiдовностi. Для оцiнювання ρ(t, λl(k)) побуду-
ємо винятковi множини малої мiри на комплекснiй площинi для µ ∈ OM, використання
яких є варiантом метричного пiдходу до оцiнювання малих знаменникiв [4, 10].

Виберемо додатнi числа η2 та χ з умов η2 >
p

2
, χ232nT2ζ(2η2) = π. Нехай ε<1 i, до-

датково,
√

ε < ln 2/(2χT), якщо n = 1; тодi для n > 1 виконується наступна нерiвнiсть
ln 2/(2χT) = ln 2

√
8nζ(2η2)/π ≥

√
8n/π/2 =

√
2n/π > 1, тобто також

√
ε < ln 2/(2χT).

Позначимо χ1 = χ1(k) =
√

εχk̃−η2 та µl(k) = ek̃λl(k)T, µ(k) = ek̃λT. Враховуючи цi

позначення, отримаємо, що ρ(t, λ) =
ek̃λt

µ − µ(k)
.
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Re λ

Im λ

0

M−+ M++

M−− M+−

λl(k)

Vl(k)

χ1
2

χ1
2

χ1
2

χ1
2

2χ1

2χ1

Рис. 1. Концентричнi квадрати з центром у точцi λl(k): квадрат Vl(k) зi стороною χ1 та квадрат iз
стороною 2χ1. Видiлено множину, яка є рiзницею цих квадратiв.

Виберемо множини Vl(k) для тих l = 1, . . . , n та k ∈ Zp, що задовольняють умову
|µl(k)| < 2M, за формулою

Vl(k) =
{

λ ∈ C : |Re (λ − λl(k))| <
χ1

2
, |Im (λ − λl(k))| <

χ1

2

}
.

Кожна множина Vl(k) — це квадрат (рис. 1) зi стороною χ1, центром λl(k) i вершинами
M−−, M−+, M++, M+− у комплекснiй площинi змiнної λ. Точки M−−, M−+, M++, M+−

зображають комплекснi числа λl(k)− (1+ i)χ1 /2, λl(k)− (1− i)χ1 /2, λl(k)+ (1+ i)χ1 /2,
λl(k) + (1 − i)χ1/2 вiдповiдно.

Re µ

Im µ

0 µl(k)

χ1T/2

χ1T/2

χ1T/2

χ1T/2

2χ1T
M−+

1

M++
1

M+−
1

M−−
1

M−+
2

M++
2

M+−
2

M−−
2

Vl,1(k)

Vl,2(k)

1

Рис. 2. Образи квадратiв з рис. 1 при вiдображеннi λ → ek̃λT.
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Нехай множина Vl,2(k)=
{

µ∈C : e−χ1T/2≤
∣∣∣

µ

µl(k)

∣∣∣≤eχ1T/2,
∣∣∣ arg

µ

µl(k)

∣∣∣≤χ1T/2
}

— образ

квадрата Vl(k) при вiдображеннi λ → ek̃λT, а множина Vl,1(k) є образом концентричного
до Vl(k) квадрата зi стороною 2χ1, тобто її можна задати за допомогою формули Vl,1(k) ={

µ∈C : e−χ1T≤
∣∣∣

µ

µl(k)

∣∣∣≤eχ1T,
∣∣∣ arg

µ

µl(k)

∣∣∣≤χ1T
}

. Тодi

Vl,r(k) =
{

µ ∈ C : e−χ121−rT ≤
∣∣∣

µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ121−rT,
∣∣∣ arg

µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ χ121−rT
}

.

Множина Vl,r(k) є частиною кiльця
{

µ ∈ C : e−χ121−rT ≤
∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ121−rT
}

, яку видно з

початку координат пiд кутом χ121−rT (рис. 2). Площа (мiра) множини Vl,1(k), яку назвемо
винятковою множиною для заданого k, обчислюється за формулою

meas Vl,1(k) =
2χ1T

2π

(
π|µl(k)|2e2χ1T − π|µl(k)|2e−2χ1T

)
= χ1T|µl(k)|2

(
e2χ1T − e−2χ1T

)
.

Оскiльки e2χ1T
< 2 i

ey2χ1T − ey1χ1T

y2 − y1
= χ1Tey3χ1T ≤ χ1Tey2χ1T, де y3 ∈ (y1, y2), то

meas Vl,1(k) = 4χ1T|µl(k)|2
e2χ1T − e−2χ1T

4
≤ 4

(
χ1T|µl(k)|

)2
e2χ1T ≤ 4(2χ1TM)2e2χ1T

< 32(χ1TM)2.

Об’єднаємо винятковi множини Vl,1(k) в одну виняткову множину

Vε =
⋃

k∈Z
p;

|µl(k)|≤2M

n⋃

l=1

Vl,1(k)

i знайдемо оцiнку її мiри: meas Vε = ∑
k∈Z

p;
|µl(k)|≤2M

n

∑
l=1

meas Vl,1(k) ≤ 32(TM)2 ∑
k∈Zp

χ2
1. Врахову-

ючи позначення χ1 та χ, звiдси отримуємо нерiвнiсть

meas Vε ≤ 32nT2ζ(2η2)χ
2εM2 = επM2 = ε measOM. (22)

Параметр µ вважатимемо елементом множини OM \ Vε. Враховуючи формулу (22),
для мiри множини OM \ Vε запишемо оцiнку meas (OM \ Vε) ≥ (1 − ε)measOM.

Лема 3.3 ( [4]). Якщо η2 > p/2, то для всiх µ ∈ OM \ Vε функцiя ρ(λ, t) в областi Vl(k) ×
[0, T] має оцiнку зверху |ρ(t, λ)| ≤ θ√

ε
k̃η2 , де θ = 8 max{2, 1/|µ|}

√
2πnζ(2η2).

Оскiльки λl(k) ∈ Vl(k) i
∣∣∣∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣∣∣∣ = |ρ(t, λl(k))|, то оцiнка (13) виконується для всiх

µ ∈ OM \ Vε. Сформулюємо загальну теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi (1),
(2) у просторi H̄n

q (Dp).

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1, µ ∈ OM\Vε. Тодi у разi ϕ0 ∈ H̄ψ(S p),
ϕ1 ∈ H̄ψ−1(S p), . . . , ϕn−1 ∈ H̄ψ−n+1(S p), де ψ = q +

(
p + m(mn − 1)r

)
/2, r > p, i для всiх

векторiв b ∈ Omp
R \ Wδ iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) u ∈ H̄n

q (Dp), який неперервно
залежить вiд правих частин умов (2).
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Доведення. З теореми 1 випливає єдинiсть розв’язку задачi (1), (2). За теоремою 3 для всiх
векторiв b ∈ Omp

R \ Wδ виконується оцiнка (12) для η1 > m(mn − 1)(2n + r)/2, де r > p.
Згiдно з лемою 3.3, для довiльного µ ∈ OM \ Vε виконується оцiнка (13) для η2 > p/2.
Таким чином, з теореми 2 випливає як iснування розв’язку задачi (1), (2) з простору
H̄n

q (Dp), так i його неперервна залежнiсть вiд функцiй ϕ0 ∈ H̄ψ(S p), ϕ1 ∈ H̄ψ−1(S p),
. . . , ϕn−1 ∈ H̄ψ−n+1(S p) для ψ = q +

(
p + m(mn − 1)r

)
/2.

ВИСНОВКИ

У роботi розглянуто нелокальну крайову задачу для системи диференцiально-опера-

торних рiвнянь з оператором диференцiювання B=(B1, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p,

який дiє на функцiї комплексних змiнних (z1, . . . , zp). Для встановлення розв’язностi за-
дачi введено шкали {H̄q(S p)}q∈R i {H̄n

q (Dp)}q∈R просторiв вектор-функцiй багатьох ком-
плексних змiнних. Розглядувана задача є некоректною за Адамаром, а її розв’язнiсть за-
лежить вiд малих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язку. Доведено метричнi
теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв для всiх (за винятком множини нульової
або малої мiри) векторiв, складених з компонент коефiцiєнтiв As0,s системи та параметра
µ. На основi цих теорем встановлено достатнi умови iснування розв’язку задачi у H̄n

q (Dp),
де q — довiльне дiйсне число. Знайдено необхiднi та достатнi умови єдиностi розв’язку.
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Il’kiv V.S., Strap N.I. Non-local boundary value problem for a system of partial differential equations with

operator coefficients in a complex domain. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 242–255.

The paper is devoted to investigation of non-local boundary problem for a system of partial dif-

ferential equations with the operator B = (B1, . . . , Bp), where Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, are operators

of the generalized differentiation, which operates on complex variable zj. Problem is incorrect in
the Hadamard sense and the solvability of this problem depends on the small denominators which
arising in the construction of the solution. By using of metric approach, the theorem about lower
estimation of small denominators was proved, and also existence and uniqueness conditions of this
solution in the scale of spaces of many complex variables functions are establish.

Key words and phrases: partial differential equation, operator of generalized differentiation, pseu-
do-differential operator, small denominators, metric estimation.

Илькив В.С., Страп Н.И. Нелокальная краевая задача для для системы дифференциальных уравне-

ний с операторными коэффициентами в многомерной комплексной области // Карпатские матем.
публ. — 2014. — Т.6, №2. — C. 242–255.

Исследовано нелокальную краевую задачу для системы дифференциальных уравнений с

частными производными с векторным оператором B = (B1, . . . , Bp), где Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p,

- операторы обобщенного дифференцирования по комплексной переменной zj. Задача некор-
ректна за Адамаром, а ее решения связано с проблемой малых знаменателей. Доказано метри-
ческие теоремы об оценках снизу малых знаменателей, возникающих при построении реше-
ния задачи, а также установлены условия существования и единственности данного решения
в шкале пространств функций многих комплексных переменных.

Ключевые слова и фразы: уравнение в частных производных, оператор обобщенного диф-
ференцирования, псевдо-дифференциальный оператор, малые знаменатели, метрическая
оценка.


